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Abstract 

On a compact oriented four-manifold with an orientation preserving involution c, we count so- 
lutions of Seiberg-Witten equations, which are moreover symmetrical in relation to c, to construct 
"real" Seiberg-Witten invariants. Using Taubes' results, we prove that on a symplectic almost com- 
plex manifold with an antisymplectic and antiholomorphic involution, this invariants are not all 
trivial, and that the canonical bundle is represented by a real holomorphic curve. 

Resume 

Sur une variete compacte de dimension 4 orientee possedant une involution c preservant l'ori- 
entation, nous comptons les solutions symetriques par rapport a c des equations de Seiberg-Witten 
pour definir des invariants "reels" de Seiberg-Witten. Dans le cas d'une variete symplectique presque 
complexe munie d'une involution antisymplectique et antiholomorphe, nous utilisons les resultats de 
Taubes pour demontrer d'une part que les invariants reels ne sont pas tous nuls, d'autre part que le 
fibre canonique de la variete est represente par une courbe reelle holomorphe. 

Code matiere AMS ; 14P25, 53D05, 57R57. 

0.1 Introduction 

Peu apres l'apparition dans [Wi] des invariants de Seiberg-Witten, Taubes montre que ces invari- 
ants ne sont pas tous triviaux sur une variete symplectique. II en deduit, entre autres, l'existence de 
courbes J-holomorphes representant le fibre canonique de la variete. 

Le but de cet article est d'etablir une version reelle de ces resultats, c'est a dire d'obtenir des 
courbes non seulement holomorphes, mais aussi invariantes par une structure reelle sur la variete 
symplectique. Plus precisement, considerons une variete symplectique reelle (X, w, J, c), ou u et 
une forme symplectique, J une structure presque complexe compatible avec w, et c une involution 
J-antiolomorphe et antisymplectique. Nous demontrons le resultat suivant : 

Theoreme 1 Soit (X,u>,J,c) une variete de dimension 4 symplectique compacte reelle, verifiant 
b + > 1. Alors le fibre canonique est represente par une courbe J -holomorphe invariante par c, a 
priori singuliere. 

Pour cela, nous nous plagons plus generalement dans une variete riemannienne (X, g) de dimen- 
sion 4 orientee munie d'une involution c isometrique et preservant l'orientation. Nous definissons 
d'abord la notion de structure de Spin c c-reelle. Sur ces structures, la differentielle dc agissant sur 
le fibre des reperes orthonormes orientes se releve en une involution antilineaire. Cette structure est 
necessaire pour pouvoir construire des courbes reelles. En effet, dans une variete presque complexe 
reelle, la structure standard tordue par un fibre en cercles represente par une courbe J-holomorphe 
reelle est c-reelle. II est facile de constater que la structure standard tordue par le fibre canonique 
verifie cette condition necessaire. 

Nous considerons alors les solutions "symetriques" par rapport a c des equations de Seiberg- 
Witten. L'espace des solutions, tout comme dans le cas classique, jouit de proprietes d'invariance, 
de lisseite, de compacite, d'orientabilite, et permet de defmir un invariant SW(s, c)eZ independant 
de la metrique pour laquelle c est isometrique, et verifiant pour tout diffeomorphisme / de la variete 
SW(f*s,fcf- 1 ) = SW(s,c). 

Dans le cas d'une variete presque complexe symplectique reelle, la demonstration par Taubes du 
cas classique s'adapte a notre situation et permet de demontrer que l'invariant reel est non nul pour 
la structure standard, twiste ou non par le fibre canonique. 



Pour construire une courbe J-holomorphe representant le fibre canonique, Taubes utilise une 
suite de deformations des equations classiques. L'invariant etant indifferent a ces deformations, sa 
non trivialite implique a chaque etape l'existence d'une solution. En remarquant qu'une solution 
definit entre autres une section du fibre canonique (dans le cas twiste), Taubes montre ensuite que 
que la suite du lieu des zeros de ces sections converge vers une courbe J-holomorphe. Sans aucun 
effort supplementaire que celui de constater que cette suite de zeros est invariante dans notre cas 
par l'involution c, nous obtenons le theoreme 1. 

Perspectives. Taubes [Ta2] a en fait etabli que les invariants de Seiberg-Witten sur une variete 
symplectique sont egaux a un certain type d'invariants de Gromov-Witten. Ceux-ci compte le nombre 
de courbes J-holomorphes de degre fixe passant par un certain nombre de points fixes. Dans un travail 
a venir, nous esperons montrer de fagon analogue que les invariants reels que nous avons construits 
sont egaux a un certain type d'invariants de Welschinger [We], comptant des courbes J-holomorphes 
reelles. 

Resume des parties de Particle. Dans la premiere partie, nous construisons les invariants reels 
de Seiberg-Witten, dans un cadre general. Nous expliquons d'abord quelles sont les structures de 
Spin c c-reelles. Ensuite nous montrons que l'involution se releve aux objets naturellement associes a 
une structure de Spin c c-reelle : espaces de spineurs, espace des connexions sur l'espace des spineurs. 
Nous definissons les equations reelles de Seiberg-Witten, puis nous etudions les proprietes de l'espace 
des solutions, en particulier sa dimension. Dans la deuxieme partie, nous montrons d'une part que 
dans une variete symplectique reelle, les invariants construits ne sont pas tous nuls, et d'autre part 
que quand l'invariant d'une structure de Spin est non nul, on peut associer a celle-ci une courbe 
J-holomorphe reelle. 

1 Construction d'un invariant reel de Seiberg-Witten 

Soit X une variete lisse de dimension 4 orientee, munie d'une involution c lisse preservant l'ori- 
entation. II existe toujours une structure riemanienne compatible avec cette situation topologique : 

Lemme 1 L 'ensemble Met(X, c) des metriques riemaniennes pour lesquelles c est une isometrie est 
un convexe non vide. 

Demonstration . II est clair que Met(X, c) est un convexe. Montrons qu'il est non vide. L'ensemble 
des metriques riemannienne sur X de volume 1 est un convexe compact, et l'application continue 
qui a une metrique g associe le tire en arriere c*g laisse cet ensemble invariant. En effet, 



Le theoreme de Schauder implique maintenant le resultat. □ 
1.1 Structures reelles 

1.1.1 Une remarque eclairante pour la suite 

Soit / : C 2 — ► C une application lisse definie sur le plan complexe. Si / est holomorphe, l'in- 
volution antilineaire «;(/) definie par n(f)(z) = f(z) est egalement holomorphe. Si de plus / est 
invariante par k, alors le lieu des zeros de / est une sous-varete analytique complexe reelle, c'est a 
dire invariante par conjugaison. La suite de cette section explique comment construire des equivalents 
de k sur un fibre en droites, puis sur les objets associes a une structure de Spin c . 
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1.1.2 Fibres en cercles oreels 



Soit Q un fibre principal en cercles. II nous faut savoir quand il est possible de relever c en une 
involution antilineaire sur Q. Pour cela, nous avons besoin des groupes et du faisceau suivants : 

g = {/er(x,u(i))} 
rg = {/er(x,u(i)), /o C = /} 
rQ a = {/er(f/ Q ,u(i)), /o C = /} 

Remarque : Sans perte de generalite, on a suppose et on supposera toujours que les ouverts de 
trivialisation U a sont invariants par c. 

Lemme 2 Soit Q un U(l)-fibre principal sur X . L 'application c : X — > X se releve en une applica- 
tion cq : Q — > c*Q verifiant 

cq(M) = Acq(V') 

pour toute application A £ Q et toute section ip £ T(Q) si et seulement si c*Q ® Q esi trivial en 
tant qu'element de Q). II existe une telle application involutive si et seulement si c*Q ® Q 

est trivial en tant qu'element de H 1 (X,rQ). Dans ce dernier cas, V ensemble de telles involutions est 
isomorphe a rQ . 

Demonstration . Si h a p £ U(l) sont les fonctions de transition de Q e H 1 (X, U(l)), le fibre c*Q®Q 
a pour fonctions de transitions h a p(c)h a p. Ces fonctions sont des elements du faisceau rQ, et done 
definissent un element de ^(X, rQ). 

Maintenant, soient e a des trivialisations locales de Q, telles que e a — h a (jCp. Si l'involution se 
releve, il existe des fonctions K a £ r(?7 a ,U(l)) telles que cq( e a ) — K Q eQ,(c). On a alors 

h a p{c)Kf3 = K a h a fj, 

ce qui montre que le cocycle {h a p(c)h a p} est nul dans H 1 (X, U(l)), et done que c*Q — —Q. Si 
maintenant l'application cq est une involution, on a n a £ rQ a , ce qui signifie cette fois que le cocycle 
{h a f}{c)h a p} est nul dans H 1 (X,rQ). La reciproque suit la voie inverse. Enfin, soit cq un relevement 
involutif de c a Q. II est facile de verifier que toute autre relevement involutif est un produit de cq 
par un element de rQ. □ 

Definition 1 Un fibre Q est dit c-reel s'il existe une involution antilineaire de Q dans c*Q. 
Les propositions suivantes montrent que cette definition est naturelle : 

Proposition 1 Soit (X, J) une variete presque complexe, et c une involution J -antiholomorphe. Si 
C est une courbe J -complexe plongee dans (X,J), invariante par c, alors le U(l)-fibre associe est 
c-reel. 

Demonstration . Supposons d'abord que J est integrable. Soient (f a ) des applications holomorphes 
irreductibles definissant localement C. L'antiholomorphie de c implique que f a (c) est holomorphe, 
et l'invariance de C par c implique que f a et f a {c) s'annulent en meme temps. II existe done des 
applications g a holomorphes ne s'annulant pas et des entiers positifs m, telles que f a {c) = g a f™- 
On a done aussi 

f a =g a (c)f™(c)=g a (c)g™ff. 

L'application g a (c)g™ est holomorphe, done l'egalite n'est possible que si m = 1. De plus g a g a (c) 
vaut 1 en dehors de C et done partout. On a done g a /\g a \ € rQ a . Maintenant, le cocycle 

r, fa \fp\ x 

definit le fibre en cercles associe a C, et puisque h a p{c)h a p = gp/\gp\-\g a \/ga, le fibre est c-reel. 

Le cas general se ramene au cas integrable apres avoir remarque qu'il est possible de construire 
une structure presque complexe integrable sur U a egale a J aux points de C. □ 
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Proposition 2 Soit (X, J) une variete presque complexe munie d'une involution J -antiholomorphe. 
Alors le fibre anticanonique K~ 1 est c-reel. 

Demonstration . Le fibre K~ x est identifies aux 2-covecteurs complexes de type (0,2). L'application 
Cr--i qui envoie u> sur ZJ o dc^ 1 releve c, preserve K~ l , est antilineaire et involutive. □ 

1.1.3 Une involution sur Spin c (X) 

Un fibre en cercles Q est c-reel si, entre autres, c*Q = —Q. Avant de definir la notion de structure 
de Spin c c-reelle, nous rappelons la construction de l'involution sur Spin c (X) envoyant une structure 
de Spin c s de fibre determinant Q sur la structure de Spin c — s de fibre determinant —Q. 

Discussion locale. Ce paragraphe reprend F expose de Morgan dans son livre [Mo], pp. 100-102. 
Definissons d'abord la conjugaison complexe sur Palgebre de Clifford complexe C7(4) <g> C. Elle 
applique simplement e sur e. Par induction sur Spin c (4) C C7(4) © C, on obtient la conjugaison sur 
Spin c (4). 

On sait que C7(4) est isomorphe en tant qu'algebre a Mat(2,H), ou H est le corps des quater- 
nions. Cet ensemble agit sur H © M par multiplication matricielle quaternionique a gauche, tandis 
que Pensemble des complexes C agit a droite par multiplication a droite par i. Maintenant, la mul- 
tiplication a droite par j definit une application r de EI © H dans lui-meme verifiant pour tout 
e e CZ(4) © C et tout seiffii 

r(e ■ s) — e ■ r(s). 

Globalisation. Soit maintenant P le SO(4)-fibre principal des reperes orthonormes directs. Si s 
une structure de Spin c , s est un revetement double de P x^Q, ou Q est le U(l)-fibre determinant 
de s. L'application induisant Pidentite sur P et la conjugaison complexe sur Q definit par tire en 
arriere une nouvelle structure de Spin c notee — s. On remarque que le fibre determinant de — s est 
— Q. II existe alors une application antilineaire 

r : s — > -s. 

Cette application definit un isomorphisme antilineaire 

T S : S(s) - S(-s), 

ou S(s) est le fibre de spineurs s x Spin <=(4) H © H = S + © S~ . On a de plus par construction 

Ts (e • tjj) =e-T S {i>) 

pour toute section e de Cl(TX) © C ~ TX © C et toute section tf> de S(s). Enfin, ts preserve la 
decompostion en spineurs positifs et negatifs. 

1.1.4 Structures de Spin c reelles 

La differentielle dc definit un morphisme dc : P — > c*P relevant c : X — > X. Appelons C s 
Pensemble des relevements de dc a s antilineaires. 

Proposition 3 Soit s une structure de Spin c et Q son fibre determinant. Si Q est c-reel, s definit 
naturellement un element n de H 1 (X, Z2), tel que \i = si et seulement si c*s = —5. Dans ce cas 
C s 7^ 0, et il existe un element e(s) £ Z2 tel que Vc 5 S C s , c\ = e(s)Id. 

Demonstration . Soit e a une trivialisation de P, et g a @ les fonctions de transition a valeurs dans 
SO(4) verifiant ep = e a g a p. Nommons de plus e a des trivialisations du fibre s, g a p les fonctions de 
transitions de s et h a p = &etg a p celles de Q. Supposons enfin que les e a (resp. g a p) sont des releves 
de e a (resp. g a p)- Soit k a des applications a valeurs dans SO(4), telles que 

d x c(e a ) = e Q (c(x))fc~ 1 (x), 
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et K a des applications appartenant a rQ a telles que 

h afi {c) = K~ l h a j3Kf). 

Choisissons des releves arbitraires k a a Spin c (4) des fonctions k a x K a . Les cocycles 

et g a p(c) ont meme image par projection sur SO(4) x U(l), si bien qu'ils ne different que d'un 
signe /j, a p. Leur rapport definit done un element {n a p} € Z/2Z). Si n est nul, il existe des 

constantes r\ a e {±1} telles que [i a p = rj a /r]p. Alors l'application 

est bien definie. En projetant sur les deux facteurs SO(4) et U(l), on constate que c\ = ±Id. □ 
Definition 2 Sous les hypothese de la proposition precedente, on dira que s est c-reelle si e(s) = 1. 

1.1.5 Structure reelle et fibre de spineurs 

Proposition 4 Soit s une structure de Spin c c-reelle. Alors il existe une isometrie antilineaire 
ks '■ r(S') — > r(5) stable pour les deux sous-fibres S + et S~ , et induisant surT(End(S)) ~ fl*(X, C) 
le tire en arriere barre : 

ku{uj) = c*u. 

Demonstration . On a vu qu'il existait une application anticomplexe t$ : S(s) — » S(— s) induisant la 
conjugaison sur les formes complexes sur X. Puisque s est reelle, on a d'autre part — s = c*s, ce qui 
donne un isomorphisme v$ : S(—s) — > 5(c*s) tel que pour tout champ de vecteur e, 

jy s (e • -0) = dc( e ) • ^s(V')- 

Au total, on obtient une application cs : S(s) — > 5(c*s) telle que l'application 

K S :r(s) -» r(S) 

— C S ° V 1 ° c 

verifie, en identifiant de facon naturelle avec T*X, 

k s (cj • -0) = /cn(w) • K S (i>). 
Enfin par construction l'application laisse stable les deux composantes de S. □ 

1.1.6 Involution sur l'espace des connexions 

Commengons par l'espace A(Q) des connexions unitaires d'un U(l)-fibre Q. 

Proposition 5 Soit Q un U(l)- fibre principal c-reel. Alors il existe une involution antilineaire ka 
de A(Q) dans lui-meme, telle que la courbure F ka (a) verifie 

f k a (A) = kq(F a ). 

Demonstration . Soitj4 une connexion hermitienne sur Q. Si e a est une trivialisation locale de Q, il 
existe des 1-formes A a a valeurs dans K telles que Ae a = iA a e a . Par ailleurs, puisque Q est c-reel, 
il existe des fonctions n a a valeurs dans rQ a telles que cq£ q (c) = e^K^ 1 . Soit n^{A) la connexion 
definie par 

KA{A)e a = (-ic*A a + dlogK a )e a . 

On verifie facilement que cette connexion est bien definie et qu'elle est involutive. La courbure de A 
est Fa — d(iA a ) = d(iAp), et done la courbure de son image est d(— ic* A a ) = kq{Fa)- □ 

Rappelons la proposition suivante : 
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Proposition 6 Soit 5 une structure de Spirf et Q son fibre determinant, ainsi qu'une connexion 
unitaire A sur Q. Alors il existe une unique connexion V a sur I'espace des spineurs induisant la 
connexion de Levi-Civita V sur P et la connexion A sur Q. 

Lemme 3 Soit s une structure de Spin c c-reelle, et Q son fibre determinant. Pour toute connexion 
A e A(Q) on a les relations de commutation suivantes : 

V = koVko, 

Demonstration . Soient (e,) une section orthonormee de TX sur U a . La connexion de Levi-Civita 
s'ecrit 

4 

i=\ 

oil ojij sont des 1-formes a valeurs reelles. Composons par le tire en arriere de c : 

c*Vei = ^ c*LUijC*ej. 

Nous avons besoin du lemme suivant : 

Lemme 4 Soient e\ = c*ei. Si ui^ est I'ensemble des 1-formes definissant la connexion de Levi- 
Civita dans la base orthonormee e\, alors on a = c*u>ij. 

Demonstration . En effet, si Vej(ei) = X^rjjefc, avec 

= 2 gd ( g 3 l ' k + 9kL - 9jk,l), 

ou g tl definit la metrique duale et gji^ = dgji(ek). Dans la trivialisation e\, les g'^ egaux a gij car c 
est une isometrie, et done g'j l k = c*gji y k- Au total, on constate que F^- = c*F^ . □ 

Grace a ce lemme, on obtient done aisement que kqVkq = V. Maintenant soit A e A(Q). La 
connexion spinorielle \7 A s'ecrit en coordonnees 

4 

Va = A a ld + y^^jjej ■ ej, 

i=l 

ou • est la multiplication de Clifford. Grace au resultat sur la connexion de Levi-Civita, il est alors 
aise de constater que V^^j = ksVa^s- □ 

1.2 Equations reelles de Seiberg-Witten 

Les equations que nous definissons sont celles de Seiberg-Witten, mais nous imposons aux in- 
connues, e'est-a-dire un spineur positif et une connexion, d'etre invariants par Pinvolution reelle. 
Rappelons, avant de decrire I'espace des solutions, les equations classiques. 

1.2.1 Les structures supplementaires 

Formes autoduales. Rappelons que si {ei, e2, es, e^} est une base orthonormale locale directe, 
Petoile de Hodge est definie de la fagon suivante : 

* : A 2 TX -> A 2 TX 

e-i A ej — > e r A e s 

ou (i,j,r,s) est une permutation paire de (1,2,3,4). Par ailleurs via l'isomorphisme entre A*TX®C 
et End(S'), le sous-espace A 2 + TX®iR s'identifie avec les endomorphismes de S + hermitiens de trace 
nulle. 
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Operateur de Dirac. Soit ip un spineur, c'est a dire une section du fibre S, et Va une connexion 
sur S. La derivee VaV es t une section de T(T*X ® S). On peut, en utilisant l'identification entre 
T*X ® C et End(S), definir maintenant l'operateur de Dirac Da ■ r(5) — ► T(S). L'operateur envoie 
une section de S' ± sur une section de S^. En coordonnees, on trouve 

4 

D A ip = J^ei • \7 e .ip. 

i=l 



L'application quadratique q. Soit V un spineur positif, c'est a dire une section de S + . Le 
spineur definit une 2-forme autoduale q(ip) a valeurs complexes pures (ou un endomorphisme de S + 
hermitien de trace nulle) en posant 

- \iP\ 2 

q(ip) = ip <8> ip - ^-Id- 



Dans une base locale de S + , si ip = (a, j3) , on 



a 



9W - 2 l 2a/3 -(H 2 -|/3| 2 ) 



1.3 Les equations 



Soit X une variete compacte orientee riemannienne munie d'une structure de Spin c . On appelle 
Q le fibre determinant associe, et T+ x A le produit T(5' + ) x A(Q). Pour toute 2-forme h autoduale, 
les equations perturbees de Seiberg-Witten ont pour inconnues un spineur positif ip et une connexion 
unitaire A sur Q : 

{ip,A) G T+x.4 
D A tP = 
F+ = q(iP)+ih, 

ou est la partie autoduale de la courbure de la connexion A. 



1.4 Les equations reelles 

Les equations reelles de Seiberg-Witten que nous definissons sont les memes, sauf que Ton impose 
a ip et A d'etre invariants par les involution ks et ka construites precedemment ; si 

r T± = {ip e r ± , n s ip = ip} 

rA = {A e A(Q), k a (A) = A} 
aQ,* = (weO*(I,t), Ksiw = -w} 

les equations Eh(s,c) sont definies par 

(ip, A) e rT + x rA 
D A i\> = 
F+ = q(iP)+ih, 

ou h est une 2-forme auto-duale anti-c-reelle, c'est a dire h e an 2 + . On notera Mh(s,c) l'ensemble 
des solutions de Eh(s,c). 

Groupe de jauge. Le sous-groupe rQ C Q agit sur l'espace rT + x rA de la fagon suivante : 

/. (iP,A) = (giP, A + gdig- 1 )). 

II est facile de verifier qu'il laisse invariant Mh(s, c). Par ailleurs le stabilisateur d'un element (ip, A) 
est trivial si ip n'est pas le spineur nul, et est egal a Z2 sinon. Dans le premier cas on dira que 
le couple (ip,A) est irreductible. Enfin, on note Mh(s, c) l'ensemble des classes d'equivalences de 
Mh(s, c) sous Taction de rQ- 
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1.5 Proprietes de l'ensemble des solutions 

1.5.1 Le theoreme principal 

Definition 3 On appelle aH x (resp. ciH 2 ^) I'espace des 1-formes (resp. 2-formes autoduales) reelles 
harmoniques anti-c-reelles, i.e aH = H 1 n afl 1 (resp. aTi 2 ^ = 7i\ n aft 2 ). 

Theoreme 2 Soit (X, c, g) une variete reelle compacte telle que dima7i^ > 0. Alors pour toute 
2-forme h anti-c-reelle autoduale generique, et toute structure de Spiff c-reelles, I'espace M.h{s,c) 
est une variete compacte orientee de dimension 

d = dimaH 1 - dimaH 2 + + \{ci{Q) 2 - r), 

8 

oil t est la signature de X et Q le fibre determinant de s. 

Si d est strictement positive, choisissons un point base dans X, et soit rQ l'ensemble des elements de 
rQ valant 1 en ce point. Soit (s, c) le quotient de Mf l (s, c) par ce sous-groupe. Alors la projection 
M° sur M definit un fibre U(l)-principal. Notons \i la premiere classe de Chern de ce fibre. Nous 
pouvons maintenant definir les invariants reels de Seiberg-Witten. 

Definition 4 • Si la dimension d ci-dessus est strictement negative ou impaire, SWh(s,c) = 0. 

• Si d est nul, SWh(s,c) est le nombre le nombre d'elements de M.h{s,c) comptes avec leur signe. 

• Si d est strictement positive et paire, 

SW h (s,c)= [ // 2 , 

JM h (s,c) 

Proposition 7 Si dima7i^_ > 1, I'invariant defini ci-dessus est independant de la perturbation h et 
de la metrique pour laquelle c est isometrique. On appelle SW(s, c) cet entier relatif. De plus, si f 
est un diffeomorphisme sur X on la relation : 

SW( S ,fcf- 1 ) = SW(rs,c). 

Nous allons demontrer ce theoreme en plusieurs temps. D'abord nous analyserons les problemes 
d'indices, ensuite celui de la transversalite, et enfin celui de la compacite. 

1.5.2 L'indice 

Le lemme suivant, base sur les relations de covariances du lemme 3, etablit la covariance des 
equations de Seiberg-Witten sous Taction des involutions ks etn^. 

Lemme 5 Soit I 'application f definie par 

f : r+ x Axn 2 + -> r - x m 2 + 

(V, A, h) ^ (D A ip, F+ - g (V0 - ih). 
On a alors f o (ks, ka, K n) = {ks, kq) f ■ On peut done definir par restriction V application : 

f r : rT + xrAx afl\ -> rT~ x iaVt 2 + , 

Demonstration du lemme. Rappelons en effet que Va"0 es t a valeurs dans T*X <g> S + , et Da fait 
simplement agir multiplication de Clifford de T*X sur S + . On a done 

4 

D A = A a ■ Id + ^2 Wij ■ ei ■ ej . 

i=i 

Grace au lemme 3, on obtient que ksD a = Daks- Pour la deuxieme coordonnee de l'application, il 
suffit d'abord de remarquer que d'une part Fa = dA a , ensuite que (kqF) + = kq(F + ) puisque c est 
une isometrie. Montrons enfin que q o ks = Kn 9- On a q(ip) — ip (g> — |^| 2 Id, ce qui donne 

q{K S i>) = k s iI) ® K S tp - \k s ^\ 2 M = K, n (ip ®ip) - c*|^| 2 Kn(Id) = Kn(q(tp)). 
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□ 

Etudions maintenant la linearisation de f r . Remarquons d'abord les egalites suivantes concernant 
les tangents : 

T(rT+ xrAx aQ, 2 + ) = rT+ x ia^l 1 x aVL 2 + 
T(rT~ x iafl 2 + ) = rT~ x iafl 2 + . 

La linearisation de f r donne : 

df r : T(rT+ x rA x aQ 2 + ) -» T(rT~ x iaft+) 

{ip',a,ti) ^ {D A (ip')-ia-i> ; {ida) + -2q{ij),il)') - ih'). 

L'algebre de Lie du groupe de jauge rQ est par ailleurs iaQ°. Nous avons done a calculer l'indice du 
complexe suivant, tire de la linearisation en une solution (ip, A) de Taction de rQ et des equations 
reelles de Seiberg-Witten : 

ian° -» rT+ x ian 1 x afl 2 ^ rT~ x iaQ.%, 

la premiere fleche etant donnee par / i— > (— fip } 2df, 0). L'indice d'un operateur ne dependant que 
de la partie principale de l'operateur, le complexe elliptique precedent se resume en la somme de 

deux complexes, af2° -i afl 1 aVL 2 + , et — > rT+ -+ rT~ . 

Afin de calculer l'indice du second complexe, on remarque que la mutliplication complexe a 
droite sur T + envoyant tp sur ip.i envoie sur aT" 11 . Cette application est lineaire et inversible, et 
commute avec l'operateur Da- On obtient done Ind D A \ r r+ = ^Ind Da- 

En ce qui concerne l'indice du premier complexe, nous avons le 

Lemme 6 L'indice du complexe afl° ail 1 ^ afl 2 ^ est egal a — dimaW 1 + dima?i^_. 

Demonstration . L'indice du complexe est egal a la somme alternee des dimensions des groupes 
de cohomologie associes a la suite. Le premier groupe est simple a calculer : si / est une fonction 
verifiant a la fois df = et c*f = — /, / est la constante nulle. 

Si a appartient a coker d\ a Q0 n kerci + , alors a est orthogonale a d(afl°). Si / est une fonction 
quelconque a valeurs reelles, / = f r + f a , ou c* f r = f r et c*f a = —f a - On a alors 

{a,df) = (a, df r ) = (c*a,c*df r ) = (-a,df r ) = 0. 

Cela signifie que 5a = *d ★ a = 0. Puisque 2d + a = da + d * a, a est en fait harmonique. Le second 
groupe de cohomologie est done aH x . 

Calculons maintenant le troisieme groupe de cohomologie du complexe. Si ui <G afl 2 ^ est dans 
coker d^ a(ll , on demontre comme precedemment qu'il est en fait orthogonal a d + V, 1 (X, M), ce qui 
ajoute a l'autodualite de ui implique que w est harmonique, et que le troisieme groupe est aH.+ . □ 

1.6 Transversalite 

Tout comme dans le cas classique, on demontre d'abord grace au theoreme de Sard-Smale que 
pour une perturbation h generique, Mh(s,c) est une variete lisse de la dimension d, aux points 
irreductibles. L'element a verifier dans notre cas est que df r est surjective aux solutions irreductibles 
de Eh(s, c). Ensuite, l'elimination des solutions irreductibles se fait par le lemme suivant, ou la 
condition dim aH 2 ^ > est utilisee. 

Lemme 7 Si dim ali 2 ^ > 0, alors pour toute perturbation h generique, pour toute structure s de 
Spirf reelle, il n'y a pas de solution reductible de Eh(s,c). 

Demonstration . S'il existait une solution reductible, on aurait = ih, avec A et ih c-reels. 
En ecrivant A = Aq + ia, avec a <G afl 1 et Aq une connexion base sur le fibre determinant, on 
constate que l'image par de Pensemble des solutions reelles reducibles est un espace affine. Si la 
perturbation autoduale ih est orthogonale a cette image, on demontre comme precedemment que h 
est harmonique. La codimension de l'image est done dima7i^_. □ 
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1.7 Orientation 



Nous renvoyons au livre de Morgan [Mo] pour la discussion sur l'orientation dans le cas classique, 
et qui s'applique mutatis mutandis a notre situation. Nous ne donnons que la 

Proposition 8 Le choix d' orientations sur aH 1 et suraTL 2 ^ determine une orientation surA4h(s, c) 
pour toute perturbation h. 

1.8 Compacite 

La compacite des varietes A4h{s, c) se deduit de la compacite du cas classique en remarquant 
que la condition d'etre c-reel est une condition fermee. 

1.9 Une involution dans la theorie 

Tout comme dans le cas classique, on a grace a Pinvolution sur Spin c (X) decrite au paragraphe 
1.1.3 la 

Proposition 9 Soits une structure de Spin c c-reelle. Alors —5 est aussi c-reelle, et de plus SW(s, c) = 
±SW(-s,c). 

Demonstration . Si c 5 est une involution antilineaire definie sur s, et r est l'application antilineaire 
definie precedemment de s dans — s, alors c_ s = toc s ot definit une structure reelle sur — s. De plus 
l'application 

T+(s)xA(Q) -» T+(-s)xA(-Q) 

ty,A) -> (r s (i>), A*) 

induit un isomophisme entre les solutions de SWh(s,c) et celles de SW-u{— s, c). On en deduit le 
resultat. □ 



2 Calcul de l'invariant pour une variete symplectique 

Comme dans le cas classique, les travaux de Taubes [Tal] permettent de calculer les invariants 
reels de Seiberg-Witten pour certaines structures de Spin c sur une variete symplectique reelle. 

2.1 Structures de Spin sur une variete symplectique 

2.1.1 Stucture canonique 

Soit (X, u>, J) une variete symplectique munie d'une structure presque complexe J compatible 
avec u>, c'est a dire g = u>(., J.) est une metrique riemanienne. Grace a J, le groupe de transformation 
SO(4) de P se reduit a U(2) et permet de definir une structure naturelle de Spin c So. En effet, le 
plongement j : U(2) — > Spin c (4) defini par 

( 1 ° 

j(A) = dcti 

V A 

permet de relever les fonctions de transitions g a p € U(2) a des fonctions de transitions g a p € Spin c (4) 
definissant une structure de Spin c So, de fibre determinant le fibre anticanonique K _1 = A 0,2 . Toutes 
les autres structures de Spin c se deduisent de la canonique par la 

Proposition 10 Soit £ un fibre U (I) -principal sur X , et L son fibre en droites complexes associe. 
Alors So ® £ est une structure de Spin c et on a les relations : 

S+(L) = LtoK-^toL 
S~(L) = A 0,1 <g) L, 
det S ± (L) = K- Y ®L 2 . 

De plus, toute structure de Spin c est de la forme precedente. 
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2.1.2 Structures reelles 



Nous pouvons, dans ce cadre, expliciter quelques structures naturelles. Donnons d'abord Taction 
de Palgebre de Clifford Q(X, C) sur S ± (L). Si e est un champ de vecteur de TX qu'on identifie avec 
son dual par la metrique, et s € SI '* , on a 

e.s = V2{e ' 1 As-e ' 1 /^), 

ou Z est l'operateur de contraction. 

Ensuite soit Vc la connexion de Chern sur TX. Cette connexion verifie Vc<? = ainsi que 
VcJ — 0. Sa torsion est exactement le tenseur de Nijenhuis, si bien que Vc est la connexion de 
Levi-Civita dans le cas Kahler. Vc induit done une connexion A sur le fibre anticanonique. 

Supposons maintenant que la variete symplectique est reelle, e'est a dire qu'il existe une involution 
c antisymplectique et J-antiholomorphe. Grace a la proposition precedente, on a le 

Lemme 8 Soit s = So <g> £ une structure de Spiff . Alors s est c-reelle si et seulement si L est 
c-reelle. En particulier, Sq est c-reelle, et la connexion Va est c-reelle. Enfin, l'operateur de Dirac 
D Ao verifie : 

D Ao :Q ®^ 2 -> Q ' 1 

(a, (3) h-> Ba + B*P 

Demonstration . Si nc est une involution c-reelle sur C, l'application 

ks-.T^L) -> r±(L) 

LU (g) s i ^ kq(oj) ® Kjc(s) 

est une involution antilineaire. En remarquant que Paction de l'algebre explicitee plus haut commute 
avec kq, on trouve que kq{uj • ip) = kq(lo) ■ 

La connexion de Chern Vc est proportionnelle a V + \ JVJ. On en deduit que tout comme 
la forme de Levi-Civita, Vc commute avec kq. En utilisant le lemme 3, on trouve que k a (Aq) = 
ksAqKs — kqAqKq — K n Ao — Aq, et done que Aq est reelle. Enfin, on trouvera dans [Ni] tous les 
details concernant la forme de Chern ainsi que la demonstration de l'egalite entre Da et B + 3* . □ 

2.2 Calcul de l'indice 

Rappelons que la dimension de l'espace des solutions reelles est est egale a — dim aH 1 +d\m. aH+ + 
^Ind Da- Dans le cas d'une structure reelle sur une variete symplectique, on a un calcul simple de 
la premiere partie de l'indice : 

Lemme 9 Soit (X, u>, J, c) une variete symplectique reelle compacte de dimension 4- On a dim aH 1 = 
\bi et A\maH 2 + = |(1 + b+). 

Demonstration . Pour calculer la dimension de aH 1 , remarquons que l'application 

a i ► J* a = *(uj A a) 

etablit un isomorphisme entre afi 1 et rfl 1 . En effet, si c*a — a, on a c*(J*a) = —J*c*a = — J* a. 
Maintenant si a est harmonique, J*a Vest aussi, car w est harmonique. On a done la decomposition 

H 1 ^aU x ®rU x . 

Cela implique d'une part que b\ est pair, d'autre part que dimaTt 1 = 561. 

II nous reste done a calculer la dimension de aTL 2 + . Pour cela, rappelons la decomposition des 
2-formes autoduales : 

n 2 + (x, r) = n°(x, Rj.wffi n - 2 , 

ou u> est la forme symplectique et fi 0,2 l'espace (ici considere comme espace vectoriel sur M.) des 
(0,2)-formes complexes sur X. Puisque c est J-antiholomorphe, l'application a i— > c*a envoie 

11 



sur Q 20 — ft 2 en tant que espaces reels. Si a € il 2 ' est anti-c-reelle et fermee, J*a est c-reelle, 
fermee et reste dans fl 2 ' . On a done un isomorphisme d'espace reels : 

ft 2 ' n ker d = ail 2 n kcr d © rfi 2 ' n kcr d. 

L'egalite c*u = —u implique alors que aH+nRui = Ru>. On a done dimaH\ = I + 5 dim(£l 2 '°nker d). 
Sachant que dimW 2 . = 1 + dim(f2 2 ' n kerd), on obtient dimaW^ = \(l + b+). □ 

2.3 Calcul effectifs des invariants 

Nous pouvons enoncer maintenant le theoreme principal concernant les varietes symplectiques : 

Theoreme 3 Soit (X,u,J,c) une variete symplectique compacte reelle, verifiant b + > 1, et K son 
fibre canonique. Alors SW(so, c) = ±1 et SW(so ® K, c) = ±1. 

Demonstration . Remarquons d'abord que la proposition 8 nous permet de ne demontrer que la 
premiere egalite. La preuve est precisement celle du cas classique. II faut simplement remarquer que 
les perturbations choisies dans la preuve et la ou les solutions elementaires trouvees sont c-reelles. 
Nous rappelons uniquement les idees de la demonstrations qui sunisent a etablir le resultat. 

La perturbation h choisie est ih = F^ o — \p 2 uj, ou p est une constante strictement positive 
destinee a etre tres grande. La connexion A est c-reelle, done kq(F^ o ) = F^ g . Puisque de plus c 
definit une structure reelle sur la variete symplectique, on a kq(u>) — —u>, et done la perturbation 
choisie est c-reelle. Les equations etudiees sont done, dans le cas plus general ou L n'est pas forcement 
triviale : 

O, A) e rT + x rA 
D A i> - 

F+ = q ^) +F + Q - l -p 2 w, 

Sur le fibre determinant Q = K^ 1 ® L 2 , une connexion A peut s'ecrire A = A <g> B 2 , ou B est 
une connexion sur L. On utilise B comme nouvelle variable au lieu de A. Les equations dans le cas 
symplectique presque complexe se transforment en : 

((a,p),B) G rn {L)®rn°> 2 (L) x rA(L) 
d B a + d* B P = 

(^) (M) = ^(N 2 -|/3| 2 -^V et F^ = f. 

Si comme dans l'enonce L est triviale, on a une solution manifestement invariante par ks et ka de 
ces equations : 

((<*,/?),£) = ((p,0),d). 

On demontre (cf. [Tal]) que pour p assez grand, e'est l'unique solution modulo Paction de Q. Or 
deux solutions c-reelles tj-equivalentes sont necessairement rCJ-equivalentes, ce qui finit de demontrer 
le theoreme. □ 

Nous parasitons le difficile theoreme de Taubes pour demontrer : 

Theoreme 4 Soit (X,u),J,c) une variete symplectique compacte reelle, verifiant 6+ > 1 et L un 
fibre en droite c-reel sur X . Si SW(so ® £, c) 7^ 0, et £ ^ 0, alors il existe une courbe J-holomorphe 
reelle (a priori singuliere et non connexe) representant le fibre L. 

Demonstration . Les arguments de Taubes developpes dans [Tal] s'appliquent entierement a notre 
situation. II faut simplement traduire geometriquement le fait qu'on a des solutions reelles. 

Si l'invariant de Seiberg-Witten reel SW(s, c) est non nul, alors pour toute perturbation definie 
comme ci-dessus, e'est a dire pour toute suite p n tendant vers Pinfini, il existe une solution relle 
aux equations ((a n , /3 n ), B n ). Taubes montre d'une part que la courbure Fb„ converge au sens des 
courants vers une courbe J-holomorphe C a priori singuliere et non connexe. D'autre part il montre 
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que le lieu des zeros de a n tend au sens de Hausdorff vers C. Les a n etant des sections du fibre C, 
C est Poincare duale a L. 

On sait de plus que le spineur (a n , f3 n ) est invariant par ks = kq<8)K£. En particulier = a n , 

ce qui implique que pour tout n, le lieu des zeros de a n est invariant par c. La limite au sens de 
Hausdorff, en l'occurence C, Test aussi, et le theoreme est demontre. □ 

Corollaire 1 Soit (X,u>,J,c) une variete symplectique compacte reelle, verifiant b+ > 1. Alors le 
fibre canonique est represents par une courbe reelle. 
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